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Анотація. Визначено аналітичні умови формування сингулярностей елементів матриці 
Джонса двопроменевих заломлюючих мереж біологічних тканин. Встановлено кореляцію 
між координатними положеннями характеристичних точок двовимірних елементів 
матриці Мюллера оптично тонкого шару біологічної тканини та мережі S- та C – точок у її 
лазерному зображенні. Продемонстровано ефективність Мюллер – матричної сингулярної 
діагностики не тільки онкологічних змін тканини міометрія, а й диференціації ступеня їх 
тяжкості. 
Ключові слова: поляризація, кореляція, біологічна тканина, статистика, матриця 
Мюллера 
Abstract. The analytical conditions for the formation of singularities of the Jones matrix 
elements of birefringent networks of biological tissues are determined. The correlation between 
coordinate positions of characteristic points of two-dimensional elements of the Mueller matrix 
of an optically thin layer of biological tissue and the network of S- and C-points in its laser 
image is established. The effectiveness of the Mueller matrix singular diagnostics of not only 
oncological changes in the myometrial tissue, but also the differentiation of their severity is 
demonstrated. 
Keywords: polarization, correlation, biological tissue, statistics, Mueller matrix 
 
DOI: 10.31649/1681-7893-2023-45-1-114-120 
 
 

1. ВСТУП 
 

Важливим напрямом неруйнівної діагностики органічних фазово-неоднорідних шарів є лазерна 
автофлуоресцентна поляриметрія [1,2], яка дозволяє отримувати інформацію про оптичну анізотропію 
[3-5] біологічних тканин (БТ). Для статистичного аналізу такої поляриметричної інформації розроблено 
модельний підхід, що ґрунтується на наступних положеннях [6-23]: 

• морфологічна будова БТ розглядається у вигляді двокомпонентної аморфно-кристалічної 
структури; 

• кристалічна компонента або позаклітинна матриця сформована мережею оптично одновісних 
двопроменезаломлюючих протеїнових (колаген, міозин, еластин та ін.) фібрил або біологічних кристалів; 

Розвитком зазначених статистичних досліджень став новий підхід для опису лазерних 
автофлуоресцентних зображень БТ, що ґрунтується на аналізі координатних розподілів поляризаційних 
сингулярностей [3-5]. До них відносяться лінійно (S-точки) та циркулярно (С-точки) поляризовані стани 
світлових коливань.  

Метою роботи є розвиток методів лазерної автофлуоресцентної поляриметрії на основі 
визначення сингулярних взаємозв'язків “об'єкт – поле” для діагностики трансформації орієнтаційно 
фазової структури позаклітинної матриці БТ, пов'язаних із передраковою зміною їх фізіологічного стану. 
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2. КОРОТКА ТЕОРІЯ СИНГУЛЯРНОГО ПІДХОДУ В АНАЛІЗІ ДВОПРОМЕНЕВИХ 

МЕРЕЖ БІОЛОГІЧНИХ ТКАНИН 
 
З математичного погляду сингулярність комплексного матричного елемента визначають такі 

умови [3-5] 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

(𝑅𝑒 𝑑𝑖𝑘)2 + (𝐼𝑚 𝑑𝑖𝑘)2 = 0;

𝑡𝑔 �𝐼𝑚(𝑑𝑖𝑘)
𝑅𝑒(𝑑𝑖𝑘)� � = ∞.

�                                                   (1) 

 
З урахуванням (1) комплексні вирази елементів матриці Джонса двопроменезаломлюючої БТ 

набувають вигляду [6-11] 

𝑑11 ⇔ �
(𝑐𝑜𝑠2 𝜌 + 𝑠𝑖𝑛2 𝜌 𝑐𝑜𝑠 𝛿)2 + 𝑠𝑖𝑛4 𝜌 𝑠𝑖𝑛2 𝛿 = 0;
𝑐𝑜𝑠2 𝜌 + 𝑠𝑖𝑛2 𝜌 𝑐𝑜𝑠 𝛿 = 0.

�                           (2) 

𝑑22 ⇔ �
(𝑠𝑖𝑛2 𝜌 + 𝑐𝑜𝑠2 𝜌 𝑐𝑜𝑠 𝛿)2 + 𝑐𝑜𝑠4 𝜌 𝑠𝑖𝑛2 𝛿 = 0;
𝑠𝑖𝑛2 𝜌 + 𝑐𝑜𝑠2 𝜌 𝑐𝑜𝑠 𝛿 = 0.

�                              (3) 

 

𝑑12 = 𝑑21 ⇔ �2 𝑐𝑜𝑠
2 𝜌 𝑠𝑖𝑛2 𝜌 (1 + 𝑐𝑜𝑠 𝛿) = 0;

𝑐𝑜𝑠 𝜌 𝑠𝑖𝑛 𝜌 (1 + 𝑐𝑜𝑠 𝛿) = 0.
�                                     (4) 

 
З (2) – (4) слідує, що сингулярності матричних елементів 𝑑𝑖𝑘 обумовлені певними 

(характеристичними) значеннями орієнтаційного 𝜌∗ та фазового 𝛿∗ параметрів мережі біологічних 
кристалів позаклітинної матриці 

 

�𝜌
∗ = 00, 900;
𝛿∗ = 00, 900, 1800.

�                                                   (5) 

 
З іншого боку, співвідношення (5) є необхідними умовами для формування оптично одновісним 

двопроменезаломлюючим кристалом поляризаційних сингулярних станів (S- (𝛿 = 00; 1800) і C- (𝛿 =
±900) точок) лазерного пучка. Звідси випливає, що існує прямий теоретичний взаємозв'язок між 
сингулярностями елементів матриці Джонса біологічного кристала та поляризаційними сингулярностями 
у його лазерному зображенні.  

 
 
3. ОПТИЧНА СХЕМА ТА МЕТОДИКА ЕКСПЕРИМЕНТАЛЬНИХ ДОСЛІДЖЕНЬ 

 
На рис. 1 показано оптичну схему лазерного автофлуоресцентного поляриметра [12-17] для 

вимірювання елементів матриці Мюллера гістологічних зрізів БТ 

 
 

Рисунок 1 – Оптична схема поляриметра, де 1 - He-Ne лазер; 2 – коліматор; 3 – стаціонарна 
чвертьхвильова платівки; 5, 8 - механічно рухливі чвертьхвильові пластинки; 4, 9 –  поляризатор та 

аналізатор відповідно; 6 – об'єкт дослідження; 7 – мікрооб'єктив; 10 - CCD камера;  
11 – персональний комп'ютер 

 
Освітлення проводилося паралельним (∅ = 104 мкм) пучком He-Ne лазера (λ = 0.6328 мкм, 

W = 5.0 мВт). Поляризаційний освітлювач складається з чвертьхвильових пластин 3; 5 і поляризатора 4 і 
послідовно формує серію лінійно (𝐼0; 𝐼90; 𝐼45: 𝐼135) з азимутами 00; 900; 450; 1350 і право- (𝐼⊗), ліво - (𝐼⊕) 
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циркулярно поляризованих зондуючих БТ лазерних пучків. Зображення БТ мікрооб'єктивом (4 ×) 7 
проектувалися в площину світлочутливої площини (800x600 пікселів) CCD камери 10. Поляризаційний 
аналіз зображень БТ здійснювався за допомогою поляризатора 9 та чвертьхвильової пластинки 8 за 
наступною методикою: 

 
 

4. ЛАЗЕРНА АВТОФЛУОРЕСЦЕНТА СИНГУЛЯРНА ДІАГНОСТИКА ТА 
ДИФЕРЕНЦІАЦІЯ ПАТОЛОГІЧНИХ ЗМІН ТКАНИН  

ЖІНОЧОЇ РЕПРОДУКТИВНОЇ СФЕРИ 
 

Як об'єкти дослідження використовувалися три групи гістологічних зрізів основної тканини 
жіночої репродуктивної сфери − міометрія: 

• біопсія здорової тканини репродуктивної сфери жінки (тип “А”); 
• біопсія тканини в передраковому стані ектонії (тип “Б”); 

Використовувалася така методика: 
• координатні мережі характеристичних значень матричних елементів 𝑀∗

44(𝑚 × 𝑛) = 0; ±1 
сканувалися у напрямі 𝑥 ≡ 1, . . . ,𝑚 з кроком 𝛥𝑥 = 1𝑝𝑖𝑥; 

• в межах отриманих вибірок �1𝑝𝑖𝑥 × 𝑛𝑝𝑖𝑥�
(𝑘=1,2,...𝑚)

 
для координатного розподілу елемента 

𝑀44(𝑚 × 𝑛) підраховувалася загальна кількість (𝑁(𝑘)) характеристичних точок (0; ±1), які задають 
(співвідношення (7)) повний ансамбль сингулярних точок 𝑁(𝑥) ≡ (𝑁(1),𝑁(2), . . . ,𝑁(𝑚)); 
На рис. 2 показані координатні розподіли матричних елементів 𝑀44(𝑚 × 𝑛) гістологічних зрізів 

тканин міометрія "А" і "Б" – типів. 
 

 
Рисунок 2 – ММІ  елемента 𝑓44 тканин міометрія «А» (а) та «Б» (б) типів. 

 
Рис. 3 і рис. 4 ілюструють розподіли кількості сингулярностей 𝑁(𝑥);𝑁0;90(𝑥);𝑁45;135(𝑥) тканин 

міометрія “А” (ліва колонка), “Б” (права колонка) типів. 
 

 
Рисунок 3 – Залежності  кількості сингулярностей 𝑁(𝑗)(𝑥) тканин міометрія типу «А». 
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Рисунок 4 – Залежність  кількості сингулярностей 𝑁(𝑗)(𝑥) тканин міометрія типу «Б». 

 
Порівняльний аналіз отриманих даних показує: 
• координатні розподіли елементів 𝑀44(𝑚 × 𝑛) матриці Мюллера тканини міометрія всіх типів 

характеризуються індивідуальними за кількісною та топологічною структурою мережами 
сингулярних точок; 

• загальна кількість ±𝐶 −точок (𝑀∗
44(𝑚 × 𝑛) = 0) послідовно зростає для зразків міометрія "А", 

"Б" типів (рис. 6 "а", "б", "в"); 
• залежності 𝑁0;90(𝑥) кількості сингулярних значень матричних елементів для зразків тканини 

міометрію всіх типів близькі за структурою; 
• розподіли 𝑁45;135(𝑥) для зразків тканини міометрія "Б"-типу характеризуються суттєвим (у 2 - 3 

рази) збільшенням кількості сингулярних значень порівняно з аналогічними залежностями 
𝑁0;90(𝑥) (рис. 6 "д", "з"). 

Отримані результати можна пов'язати зі зростанням двопроменезаломлення (𝛥𝑛 ≈ 1,5 × 10−2) 
колагенових фібрил патологічно зміненого міометрію "Б" - типу.  

З фізичної точки зору такі морфологічні процеси виявляються у збільшенні ймовірності 
формування ±𝐶 - точок (зразки міометрія "Б" - типу), а також у виникненні асиметрії між діапазонами 
зміни значень залежностей 𝑁0;90(𝑥) і 𝑁45;135(𝑥), які характеризують число ортогональних S- і C- точок. 

У таблиці 2 наведено статистично усереднені в межах обох груп зразків тканини міометрія 
значення 𝑍1;2;3;4 �𝑁(𝑥);𝑁0;90(𝑥);𝑁45;135(𝑥)�.  

Таблиця 2 
Коефіцієнти асиметрії Z сингулярних значень розподілів 𝑵(𝝆=𝟎∘,𝟗𝟎∘,+𝟒𝟓∘,−𝟒𝟓∘)

 Мюллер-матричних 
зображень 𝒇𝟒𝟒(𝒎,𝒏) тканини міометрію 

Z Міометрій (здоровий) 
(25 зразків) 

Міометрій (патологічно 
змінений) 
(23 зразка) 

𝑍𝑀0−90 0,03 ± 0,002 0,45 ± 0,05 

𝑍𝜎0−90 0,02 ± 0,001 0,12 ± 0,01 

𝑍𝑀
45,−45 0,025 ± 0,001 0,28 ± 0,03 

𝑍𝜎45,−45 0,03 ± 0,003 0,14 ± 0,02 
 
З наведених  даних випливає: 
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• Метод Мюллер – матричної автофлуоресцентної сингулярної діагностики ефективний у 
диференціації оптичних властивостей всіх типів зразків – статистичні моменти 3-го та 4-го 
порядків розподілів для зразків “А” та “Б” - типів різняться відповідно до 1,7 та 2, 5 разів. 

• Для розподілів 𝑁45;135(𝑥) кількості ортогональних сингулярних точок 𝑆45;135−;𝐶45;135 тканини 
міометрія “А” та “Б” типів спостерігаються максимальні (від 2,2 до 4,1 разів) відмінності між 
усіма статистичними моментами 𝑀𝑗=1;2;3;4. 

 
ВИСНОВКИ 

 
1. Визначено аналітичні умови формування сингулярностей елементів матриці Джонса 

двопроменевих заломлюючих мереж біологічних тканин.  
2. Показано можливість Мюллер - матричної селекції поляризаційних сингулярностей, 

сформованих біологічними кристалами з ортогонально орієнтованими (𝜌 = 00; 900 і  
𝜌 = 450; 1350) оптичними осями. 

3. Продемонстровано ефективність Мюллер – матричної сингулярної діагностики не тільки 
онкологічних змін тканини міометрія, а й диференціації ступеня їх тяжкості. 
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