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Анотація. Проведено теоретичні розрахунки для одиничного елементу гексагонального 
растру. Проаналізовано та доведено, що гексагональна решітка дає найнижче 
співвідношення периметра до площі замощення площини будь-якими рівносторонніми 
багатокутниками. Таким чином, базуючись на розрахунках,  для гексагональної решітки 
ефект крайового аліайзингу зменшено до мінімуму. 
Ключові слова: антиаліайзинг, гексагональний растр, піксель, реалістичність зображень. 
Abstract. Theoretical calculations for a single element of a hexagonal raster are considered. It 
has been analyzed and proven that the hexagonal lattice gives the lowest ratio of perimeter to 
area covering the plane of any equilateral polygons. Thus, based on the calculations, the edge 
aliasing effect is reduced to a minimum for the hexagonal lattice. 
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ВСТУП 

 
 З метою підвищення якості формування графічних зображень в пристроях відображення 

використовують гексагональний растр, який має ряд особливостей, що пов’язані з геометрією гексагона 
[1-5]. 

Мета роботи – дослідити та теоретично обґрунтувати переваги у використанні гексагонального 
растра, для досягнення кращого мінімального ефекту крайового аліайзингу, базуючись на мінімальному 
співвідношенні площі до периметру одиничного елементу растру.  

 
ЗАМОЩЕННЯ ПЛОЩИНИ РІВНОСТОРОННІМИ БАГАТОКУТНИКАМИ 

 
Для повного, неперервного замощення чи заповнення площини без розривів і накладань, як 

структурний елемент, може бути застосовано лише три види рівносторонніх багатокутників [1-3], а, 
саме, рівносторонній трикутник, рівносторонній чотирикутник (квадрат) і рівносторонній шестикутник 
(гексагон) (рис.1). Також площину можна замостити (заповнити) без розривів і накладань 
прямокутниками будь-якої пропорції сторін [4-5]. 

 

 
а)                                 б)                                           с) 
Рисунок 1 - Замощення площини багатокутниками  
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При замощені рівностороннім трикутником одиничної площі, площа розраховується за 

формулою [7, 8]:    

23
4

S a= ⋅                                                                                    (1) 

При S=1,   4 1,5209
3

a = ≈ , а отже периметр P=3·a=3·1,5209=4,56. 

При замощені рівностороннім прямокутником (квадратом) одиничної площі, площа S=1, а 
периметр P=4a=4. 

При замощені рівностороннім шестикутником (гексагоном) одиничної площі, площа 
розраховується за формулою: 

23 3
2

S a= ⋅                                                                                (2) 

При S=1,   2 0,6204
3 3

a = ≈ , а отже периметр P=6·a=6·0,6204=3,72241.  

 
Проведені розрахунки для різної кількості багатокутників з одиничною площею (таблиця 1). 
 

Таблиця 1 
Довжина ребер багатокутників одиничної площі 

Багатокутники Співвідношення 
площ і периметрів 

Багатокутники Співвідношення 
площ і периметрів 

 

S=1 
Сторін - 3 
P=4,56  

S=2 
Сторін - 5 
P=7,6 

 

S=1 
Сторін - 4 
P=4  

S=2 
Сторін - 7 
P=7 

 

 
S=1 
Сторін - 6 
P=3,722 

 

 
S=2 
Сторін - 11 
P=6,82 

 

S=3 
Сторін - 7 
P=10,64 

 

S=4 
Сторін - 9 
P=13,68 

 

S=3 
Сторін - 10 
P=10 

 

 
S=4 
Сторін - 12 
P=12 

 

S=3 
Сторін - 15 
P=9,3 

 

S=4 
Сторін - 19 
P=11,78 
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S=5 
Сторін - 11 
P=16,72 

 

S=6 
Сторін - 12 
P=18,24 

 

 
S=5 
Сторін - 15 
P=15 

 

 
S=6 
Сторін - 17 
P=17 

 

S=5 
Сторін - 23 
P=14,26 

 

S=6 
Сторін - 27 
P=16,74 

 

S=7 
Сторін - 14 
P=21,28 

 

S=8 
Сторін - 16 
P=24,32 

 

 
S=7 
Сторін - 20 
P=20 

 

 
S=8 
Сторін - 22 
P=22 

 

S=7 
Сторін - 30 
P=18,6 

 

 
S=8 
Сторін - 34 
P=21,08 

 

S=9 
Сторін - 18 
P=27,36 

 

S=10 
Сторін - 19 
P=28,88 

 

S=9 
Сторін - 24 
P=24 

 

S=10 
Сторін - 27 
P=27 
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S=9 
Сторін - 38 
P=23,56 

 

 
S=10 
Сторін - 41 
P=25,42 

 
Розрахунки показують, що шестикутник одиничної площі має найменше значення периметру 

сторін, при площі одиничного розміру, з усіх багатокутників, та, незалежно від кількості гексагональних 
елементів одиничної площі, які замощують площину. Така геометрична особливість гексагонів 
зекономить матеріали при виробництві пікселів в моніторах, датчиках, екранах, плазмових панелях. 
Також це підтверджує властивість рівносторонніх многокутників з кутами n, що при S=1, коли n→∞ то 
P→min.  

 
ВИЗНАЧЕННЯ ЗАГАЛЬНОЇ КІЛЬКОСТІ ТА ДОВЖИНИ ВСІХ РЕБЕР 

 
Визначимо кількість ребер і суму довжин ребер для багатокутників, у випадку замощення 

площини квадратами та замощення такої ж за розмірами площини гексагонами (рис 1. б, с). Для цього 
знайдемо кількість всіх ребер елементів решітки для квадрата та для гексагона, а також загальну 
довжину всіх ребер для квадрата та гексагона,  при умові, що квадратна та гексагональна решітки мають 
однакову кількість елементів (рис. 2). 

 
 

 
Рисунок 2 - Кількість ребер квадратної решітки 

 
Відповідна квадратна решітка (рис.2) екрану містить n-стовпців і n-рядків, а довжина одного 

ребра дорівнює 1 (оскільки S=1), тому загальну кількість ребер та сумарне значення довжин всіх ребер у 
такій решітці можна виразити формулою:  

2(1 1) (1 1) 2( 1) 2 2квR n n n n n n n n= ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ = + ⋅ = +                                           (3) 
 

 
  

Для гексагональної решітки екрану (рис.3), яка теж містить n²  кількість комірок, загальна 
кількість ребер  та сумарне значення довжин всіх ребер у такій решітці буде:  
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2 2(2 ( 1) ( 1) ( 1)) (3 4 1) 3 4гекR a n n n n n a n n an an a= ⋅ ⋅ ⋅ + + + ⋅ + − = ⋅ ⋅ + ⋅ − = + −             (4) 
 
Де a – довжина одного ребра, a=0,6204.   
 

 
 

Рисунок 3 - Кількість ребер гексагональної решітки 
 
Порівнявши формулу (3) та формулу (4) у яких біля n² різні коефіцієнти: 3a=1,8612<2, отже 

слідує, що  гек квR R<  при будь яких значеннях n. Крім того, при збільшенні одиничних елементів 
растру різниця кв гекR R− зростає. Це також підтверджується простою підстановкою значень (таблиця 2). 

 
 Таблиця 2 

Сумарне значення довжин всіх ребер  
 n 

2 3 4 5 … 
22 2квR n n= +  12 24 40 60 > 

23 4гекR an an a= + −  11,78 23,56 39,06 58,28 < 

 
 

ВИСНОВКИ 
 

Проаналізовано та доведено, що гексагональна решітка дає найнижче співвідношення периметра 
до площі замощення площини будь якими рівносторонніми багатокутниками. На практиці це означає, що 
для гексагональної решітки ефект крайового аліайзингу зменшено до мінімуму. Також використання 
гексагональної решітки зекономить матеріали при виробництві пікселів в моніторах, датчиках, екранах, 
плазмових панелях. 
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